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1

Исследована система массового обслуживания с повторными вызовами
и разными типами заявок, т.е. мультиклассовая RQ-система. На вход си-
стемы поступает конечное число входящих простейших потоков (классов
заявок). В системе имеется один прибор. Если входящая заявка застает
прибор свободным, она занимает его для обслуживания в течение слу-
чайного времени, имеющего произвольную функцию распределения. Если
прибор занят, заявка переходит на орбиту, где осуществляет случайную
задержку, распределенную по экспоненциальному закону, после которой
она снова обращается к прибору. Для исследования модели предлагается
метод маргинального асимптотически-диффузионного анализа в условии
согласованной большой задержки на орбите заявок всех классов, кроме
выделенного. В результате найдены асимптотические маргинальные рас-
пределения вероятностей числа заявок выделенного класса на орбите.
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1. Введение

RQ-системы (Retrial queueing systems), или системы массового обслужива-
ния с повторными вызовами, являются одними из наиболее распространен-
ных моделей, используемых для анализа и оптимизации информационных
систем. Возникновение таких моделей как нового направления теории мас-
сового обслуживания (ТМО) связано с развитием телекоммуникаций и ин-
формационных технологий. Было показано, что классические модели теории
массового обслуживания не подходят для описания систем, где имеют ме-
сто повторные вызовы. Так, например, при неуспешной попытке дозвонить-
ся абонент будет пробовать снова звонить через некоторое случайное время.
Аналогично в сетях передачи данных при неуспешной передаче пакета (ошиб-
ки, коллизии, недоступность сервера) имеет место некоторая задержка перед

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект
№24-21-00454).
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повторной передачей. В [1, 2] описано несколько примеров их применения к
реальным call-центрам, сетям сотовой связи, компьютерным сетям, центрам
распределенных вычислений и т.д.

Наиболее подробное описание RQ-моделей представлено в монографиях
[1, 3]. Несмотря на большое количество работ в данной тематике, модели с
несколькими типами заявок исследуются крайне редко. Это связано в первую
очередь с тем, что сами RQ-системы отличаются большей сложностью анали-
тического исследования, чем классические модели ТМО (так, аналитические
формулы удается получить лишь для самых простых задач). Во-вторых, с
возрастанием числа различаемых классов заявок увеличивается размерность
решаемой задачи – для исследования RQ-системы с N типами заявок необ-
ходимо исследовать (N + 1)-мерный случайный процесс. При использовании
матричных методов исследования [4, 5] рост размерности задачи в зависи-
мости от количества классов имеет степенной закон. Те же сложности воз-
никают при численном исследовании и имитационном моделировании [6, 7],
хотя некоторые авторы предлагают определенные алгоритмы оптимизации
вычислений [8].

В реальных сетях связи разнородность данных совсем не редкость [9, 10].
Различные типы передаваемой информации или типы запросов в вычисли-
тельных системах требуют различные стратегии и характеристики обслужи-
вания. Таким образом, исследование гетерогенных (или мультиклассовых)
моделей ТМО является актуальной научной проблемой.

Мультиклассовые RQ-системы исследуются группами ученых под руко-
водством Е.В. Морозова [11–13] и A. Krishnamoorthy [14]. Также отдель-
ные исследования для RQ с несколькими потоками отражены в работах
B. Kim [15, 16], Y. Shin [17], С.Н. Степанова [8, 18] и др. Большинство ра-
бот в данной области [11–13, 15, 16] посвящено анализу стабильности функ-
ционирования таких моделей (как классических RQ, так и RQ с динамиче-
ским протоколом доступа или RQ с постоянной суммарной интенсивностью
повторных обращений «RQ with constant retrial rate»). Однако в перечис-
ленных работах не находятся выражения для распределений вероятностей
числа заявок в системе, обычно только средние характеристики. Безуслов-
но, получение средних и анализ стабильности имеет важное значение для
анализа сетей связи, но дисперсия и тем более вид распределений дает бо-
лее полную картину. Это особенно актуально для информационных систем,
где важно не допустить перегрузки системы или потери важных пакетов
информации.

В данной статье предлагается оригинальный метод маргинального асимп-
тотически-диффузионного анализа для исследования мультиклассовых RQ-
систем, являющегося развитием метода, изложенного в [19, 20] на слу-
чай исследования многомерных случайных процессов. Работа является
расширением исследований [21] на случай произвольного закона времени
обслуживания.
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2. Математическая модель

Рассмотрим мультиклассовую RQ-систему типа Mn/GIn/1, на вход ко-
торой поступает N независимых простейших потоков заявок (N классов) с
интенсивностями λn, где n = 1, N . В системе имеется один обслуживающий
прибор. Если входящая заявка (любого типа) застает прибор свободным, она
занимает его для обслуживания в течение случайного времени, имеющего
произвольную функцию распределения Bn(x). Предполагается, что заданное
распределение имеет конечные моменты первого и второго порядка. Если
прибор занят, заявка уходит на орбиту, где осуществляет случайную задерж-
ку. Время задержки заявки n-го потока на орбите распределено по экспонен-
циальному закону с параметром σn. По истечении случайного времени заявка
осуществляет повторную попытку обратиться к прибору. Если прибор свобо-
ден, она встает на обслуживание, если занят – мгновенно возвращается на
орбиту. Все заявки на орбите действуют независимо друг от друга, т.е. реа-
лизуется протокол множественного случайного доступа. Интервалы наступ-
ления событий входящих потоков, времени обслуживания и задержки заявок
каждого класса на орбите также независимы. Рассматриваемая модель схе-
матически изображена на рисунке.

Заметим, что для математического исследования не имеет значения, явля-
ется ли орбита общей для всех заявок (но с разными параметрами задержки
для каждого класса заявок) или имеется отдельная орбита для каждого клас-
са, важно знать количество заявок того или иного класса в системе в текущий
момент времени.

Пусть in(t) – количество заявок n-го типа на орбите, где n = 1, N ; слу-
чайный процесс k(t) характеризует состояние прибора следующим образом:
k(t) = 0, если прибор свободен, k(t) = n, если на приборе обслуживается за-
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явка n-го класса; z(t) – остаточное время обслуживания текущей заявки,
занимающей прибор.

Обозначим: P{k(t) = 0, i1(t) = i1, i2(t) = i2, . . . , iN (t) = iN} = P (0, i, t) и
P{k(t) = k, i1(t) = i1, i2(t) = i2, . . . , iN (t) = iN , z(t) < z} = P (k, i, z, t) – веро-
ятность того, что прибор находится в состоянии k и имеется i = {i1, . . . , iN}
заявок на орбитах в момент времени t, а оставшееся время обслуживания
текущей заявки меньше z.

Многомерный процесс {k(t), i(t), z(t)} является марковским, составим
уравнения Колмогорова для вероятностей P (0, i, t) и P (k, i, t):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂P (0, i, t)

∂t
=

N∑
n=1

∂P (n, i, 0, t)

∂z
−

(
N∑

n=1

λn +

N∑
n=1

inσn

)
P (0, i, t),

∂P (k, i, z, t)

∂t
=

∂P (k, i, z, t)

∂z
− ∂P (k, i, 0, t)

∂z
−

−
N∑

n=1

λnP (k, i, z, t) + λkP (0, i, t)Bk(z) +

+ (ik + 1)σkP (0, i + ek, t)Bk(z) +
N∑

n=1

λnP (k, i− en, z, t),

(1)

где ek – вектор размера 1×N с единичным k-м элементом и остальными
нулевыми и ∂P (k,i,0,t)

∂z = ∂P (k,i,z,t)
∂z

∣∣∣
z=0

, k = 1, N .

Перейдем к частичным характеристическим функциям:

H(0,u, t) =

∞∑
i1=0

. . .

∞∑
iN=0

eju1i1 · . . . · ejuN iNP (0, i, t),

H(k,u, z, t) =

∞∑
i1=0

. . .

∞∑
iN=0

eju1i1 · . . . · ejuN iNP (k, i, z, t).

Тогда система (1) перепишется в следующем виде:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂H(0,u, t)

∂t
=

N∑
n=1

∂H(n,u, 0, t)

∂z
−H(0,u, t)

N∑
n=1

λn+

N∑
n=1

jσn
∂H(0,u, t)

∂un
,

∂H(k,u, z, t)

∂t
=

∂H(k,u, z, t)

∂z
− ∂H(k,u, 0, t)

∂z
+

+

N∑
n=1

λn(e
jun − 1)H(k,u, z, t) + λkH(0,u, t)Bk(z)−

−jσke
−juk

∂H(0,u, t)

∂uk
Bk(z), k = 1, N.

(2)
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Прямое решение системы (2) довольно затруднительно, поэтому предла-
гается оригинальный метод маргинального асимптотически-диффузионного
анализа для ее исследования. Данный метод был разработан авторами и ап-
пробирован для более простой модели в [21], где была показана достаточно
высокая точность метода при сравнении одномерных характеристик системы
с имитационным моделированием, а в данной работе предлагается расшире-
ние исследований на случай произвольного закона обслуживания.

3. Маргинальный асимптотически-диффузионный анализ

Метод маргинального асимптотически-диффузионного анализа является
развитием метода асимптотически-диффузионного анализа [19] на случай ис-
следования многомерных случайных процессов. В качестве асимптотическо-
го условия в данном исследовании было выбрано условие большой задержки
заявок на орбите.

Данный метод состоит из нескольких этапов, которые выделим в отдель-
ные параграфы:

1) вывод «маргинальных» асимптотических уравнений для одномерного
случайного процесса in(t) (т.е. количества заявок «выделенного» класса);

2) нахождение асимптотических характеристик системы: среднего числа
заявок каждого класса на орбите и стационарного распределения состояний
прибора;

3) применение метода асимптотически-диффузионного анализа для про-
цесса in(t).

Заметим, что применение маргинального асимптотического метода, т.е. на-
хождение маргинальных характеристик модели по каждому классу, не озна-
чает, что процессы in(t) независимы. Этот метод является, скорее, вынуж-
денной мерой, в силу невозможности исследования многомерного случайного
процесса известными аналитическими методами, однако он позволяет найти
все характеристики одномерных процессов.

3.1. Маргинальные асимптотические уравнения

Первый этап предлагаемого метода состоит в выводе асимптотиче-
ских уравнений для маргинального распределения вероятностей количества
заявок выделенного класса. Рассмотрим n-й класс заявок, т.е. выделим слу-
чайный процесс in(t).

Любой асимптотический метод включает в себя введение некоторого мало-
го параметра. В данном случае будем предполагать, что параметры задержки
равны σν = γνσ, для ν = 1, N, ν �= n, где σ −→ 0. Таким образом, имеет место
асимптотическое условие большой задержки или условие согласованно рас-
тущего времени задержки на орбите заявок всех классов.
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Обозначив σ = ε, подставим в систему (2) следующие замены:

uv = εwv для ν = 1, N, ν �= n; un = u;

w(n) = {w1, . . . , wn−1, u, wn+1, . . . , wN};

H(0,u, t) = F
(
0,w(n), t

)
, H(k,u, z, t) = F

(
k,w(n), z, t

)
.

Используя введенные обозначения, из системы (2) при ε −→ 0 получим сле-
дующие уравнения:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂F (0,w(n), t)

∂t
= −F

(
0,w(n), t

) N∑
v=1

λν +

N∑
ν=1
ν �=n

jγν
∂F

(
0,w(n), t

)
∂wν

+

+ jσn
∂F

(
0,w(n), t

)
∂un

+

N∑
ν=1

∂F
(
ν,w(n), 0, t

)
∂z

,

∂F
(
k,w(n), z, t

)
∂t

=
(
λn

(
ejun − 1

))
F
(
k,w(n), z, t

)
+

+
∂F

(
k,w(n), z, t

)
∂z

− ∂F
(
k,w(n), 0, t

)
∂z

+ λkF
(
0,w(n), t

)
Bk(z)−

− jγk
∂F

(
0,w(n), t

)
∂wk

Bk(z), k �= n,

∂F
(
n,w(n), z, t

)
∂t

=
(
λn

(
ejun − 1

))
F
(
n,w(n), z, t

)
+

+
∂F (n,w(n), z, t)

∂z
− ∂F

(
n,w(n), 0, t

)
∂z

+

+ λnF
(
0,w(n), t

)
Bn(z)− jσne

−jun
∂F

(
0,w(n), t

)
∂un

Bn(z).

(3)

Из вида уравнений (3) можно сделать вывод, что решение этой системы
имеет следующий вид:

F (0,w(n), t) = Hn(0, un, t)× exp

⎧⎨⎩∑
ν �=n

jwνxν

⎫⎬⎭ ,

F (k,w(n), z, t) = Hn(k, un, z, t)× exp

⎧⎨⎩∑
ν �=n

jwνxν

⎫⎬⎭ ,

(4)
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где xn – неизвестные величины, а функции Hn(0, un, t) и Hn(k, un, z, t) удо-
влетворяют следующей системе дифференциальных уравнений:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂Hn(0, un, t)

∂t
= −Hn(0, un, t)

⎛⎜⎝ N∑
ν=1

λν +
N∑
ν=1
v �=n

γνxν

⎞⎟⎠+

+ jσn
∂Hn(0, un, t)

∂un
+

N∑
ν=1

∂Hn(ν, un, 0, t)

∂z
,

∂Hn(k, un, z, t)

∂t
= λn(e

jun − 1)Hn(k, un, z, t) +
∂Hn(k, un, z, t)

∂z
−

− ∂Hn(k, un, 0, t)

∂z
+Hn(0, un, t)(λk + γkxk)Bk(z), k �= n,

∂Hn(n, un, z, t)

∂t
= λn(e

jun − 1)Hn(n, un, z, t) +
∂Hn(n, un, z, t)

∂z
−

− ∂Hn(ν, un, 0, t)

∂z
+ λnHn(0, un, t)Bn(z)−

− jσne
−jun

∂Hn(0, un, t)

∂un
Bn(z).

(5)

Неизвестные функции Hn(k, un, z, t) имеют смысл асимптотических ча-
стичных характеристических функций числа заявок выделенного класса на
орбите. Таким образом, решая систему (5), можно получить маргинальные
распределения для каждого класса заявок. Однако в данных уравнениях фи-
гурируют неизвестные величины xk, имеющие смысл асимптотических сред-
них. В следующем параграфе получим выражения для их определения.

3.2. Асимптотические средние

Чтобы найти параметры xk, k = 1, N , необходимо вернуться к системе (2),
записав ее в стационарном режиме:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

N∑
n=1

∂H(n,u, 0)

∂z
−H(0,u)

N∑
n=1

λn +
N∑

n=1

jσn
∂H(0,u)

∂un
= 0,

∂H(k,u, z)

∂z
− ∂H(k,u, 0)

∂z
+

N∑
n=1

λn(e
jun − 1)H(k,u, z) +

+ λkH(0,u)Bk(z) − jσke
−juk

∂H(0,u)

∂uk
Bk(z) = 0, k = 1, N.

(6)

Суммируем уравнения по всем k = 0, N и запишем результат при z −→ ∞,
получим так называемое согласованное уравнение:

N∑
n=1

(ejun − 1)

(
λn

N∑
k=1

H(k,u) + jσke
−juk

∂H(0,u)

∂uk

)
= 0.(7)
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Подставим в уравнения (6) и (7) следующие асимптотические замены:

σn = γnσ, σ = ε, un = εwn, H(0,u) = F (0,w, ε), H(k,u, z) = F (k,w, z, ε).

Получим следующую систему:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

N∑
n=1

∂F (n,w, 0, ε)

∂z
− F (0,w, ε)

N∑
n=1

λn +
N∑

n=1

jγn
∂F (0,w, ε)

∂wn
= O(ε),

∂F (k,w, z, ε)

∂z
− ∂F (k,w, 0, ε)

∂z
+

N∑
n=1

λn(e
jεwn − 1)F (k,w, z, ε) +

+ λkF (0,w, ε)Bk(z)− jγke
−jεwk

∂F (0,w, ε)

∂wk
Bk(z) = O(ε), k = 1, N,

N∑
n=1

(ejεwn − 1)

(
λn

N∑
k=1

F (k,w, z, ε) + jγke
−jεwk

∂F (0,w, ε)

∂wk

)
= O(ε).

(8)

После некоторых преобразований при ε −→ 0 имеем⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

N∑
n=1

∂F (n,w, 0)

∂z
− F (0,w)

N∑
n=1

λn +
N∑

n=1

jγn
∂F (0,w)

∂wn
= 0,

∂F (k,w, z)

∂z
− ∂F (k,w, 0)

∂z
+

+ λkF (0,w)Bk(z)− jγk
∂F (0,w)

∂wk
Bk(z) = 0, k = 1, N,

N∑
n=1

jwn

(
λn

N∑
k=1

F (k,w, z) + jγk
∂F (0,w)

∂wk

)
= 0.

(9)

Решение этой системы имеет вид

F (0,w) = r0 × exp

{
N∑

n=1

jwnxn

}
, F (k,w, z) = rk(z) × exp

{
N∑

n=1

jwnxn

}
.

Тогда из системы (9) получаем следующие уравнения:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

N∑
n=1

r′n(0) − r0

N∑
n=1

(λn + γnxn) = 0,

r′k(z)− r′k(0) + r0Bk(z)(λk + γkxk) = 0, k = 1, N,

λn

N∑
k=1

rk(z)− γnxnr0 = 0, n = 1, N,

(10)

где r′n(0) =
drn(z)
dz

∣∣∣
z=0

.
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Обозначим: κn = λn + γnxn. Из системы (10) нетрудно получить:

rk(z) = r0κk

z∫
0

(1−Bk(x))dx или rk = λkb
(1)
k ,(11)

где κk = λk/r0, k = 1, N , b(1)k =
∫∞
0 (1−Bk(x))dx, а выражение для r0 можно

получить из условия нормировки:

r0 = 1−
N∑
k=1

rk или r0 =

(
1 +

N∑
k=1

κkb
(1)
k

)−1

.(12)

Таким образом, асимптотические средние значения числа заявок на орбите
вычисляются как xk = (κk − λk)/γk, где κk = λk/r0.

3.3. Асимптотически-диффузионный анализ

Вернемся к уравнениям для выделенного класса заявок (5). Запишем со-
гласованное уравнение путем суммирования всех уравнений при z −→ ∞.

∂Hn(un, t)

∂t
= (ejun − 1)

(
λn

N∑
k=1

Hu(k, un, t) + jσne
−jun

∂Hn(0, un, t)

∂un

)
.(13)

3.3.1. Первая асимптотика
Обозначим:

σn = ε, σnt = εt = τ, un = εw,

Hn(0, un, t) = Fn(0, w, τ, ε), Hn(k, un, z, t) = Fn(k,w, τ, z, ε).

Подставляем в (5):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ε
∂Fn(0, w, τ, ε)

∂τ
= −Fn(0, w, τ, ε)

⎛⎜⎝λn +
N∑
v=1
v �=n

κv

⎞⎟⎠+

+ j
∂Fn(0, w, τ, ε)

∂w
+

N∑
v=1

∂Fn(v,w, τ, 0, ε)

∂z
,

ε
∂Fn(k,w, τ, z, ε)

∂τ
= λn(e

jεw − 1)Fn(k,w, τ, ε) +
∂Fn(k,w, τ, z, ε)

∂z
−

− ∂Fn(k,w, τ, 0, ε)

∂z
+ Fn(0, w, τ, ε)κkBk(z), k �= n,

ε
∂Fn(n,w, τ, z, ε)

∂τ
= λn(e

jεw − 1)Fn(n,w, τ, z, ε) +

+
∂Fn(n,w, τ, z, ε)

∂z
− ∂Fn(n,w, τ, 0, ε)

∂z
+ λnFn(0, w, τ, ε)Bn(z) −

− je−jεw ∂Fn(0, w, τ, ε)

∂w
Bn(z).

(14)
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Из (13) имеем:

ε

N∑
k=0

∂Fn(k,w, τ, ε)

∂τ
=

= (ejεw − 1)

(
λn

N∑
k=1

Fn(k,w, τ, ε) + je−jεw ∂Fn(0, w, τ, ε)

∂w

)
.

(15)

Выполним предельный переход ε −→ 0 в (14):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−Fn(0, w, τ)

⎛⎜⎝λn +

N∑
v=1
v �=n

κv

⎞⎟⎠+ j
∂Fn(0, w, τ)

∂w
+

+
N∑
v=1

∂Fn(v,w, 0, τ)

∂z
= 0,

∂Fn(k,w, z, τ)

∂z
− ∂Fn(k,w, 0, τ)

∂z
+ Fn(0, w, τ)κkBk(z) = 0, k �= n,

∂Fn(n,w, z, τ)

∂z
− ∂Fn(n,w, 0, τ)

∂z
+ λnFn(0, w, τ)Bn(z) −

− j
∂Fn(0, w, τ)

∂w
Bn(z) = 0.

(16)

Из вида уравнений (16), можно сделать вывод, что функции Fn(0, w, τ) и
Fn(k,w, z, τ) будут иметь вид

Fn(0, w, τ) = R0(x)e
jw×x(τ), Fn(k,w, z, τ) = Rk(x, z)e

jw×x(τ),(17)

где у обозначений R0(x) и Rk(x, z) опущен индекс n (номер выделенного
класса заявок), однако следует помнить, что значения этих функций будут
отличаться для каждого класса. Далее также для упрощения записи будем
писать x вместо x(τ).

Подставляя (17) в (16), получим следующую систему:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

N∑
v=1

∂Rv(x, 0)

∂z
= R0(x)

⎛⎜⎝λn +

N∑
v=1
v �=n

κv + x

⎞⎟⎠ ,

∂Rk(x, z)

∂z
=

∂Rk(x, 0)

∂z
−R0(x)κkBk(z) = 0, k �= n,

∂Rn(x, z)

∂z
=

∂Rn(x, 0)

∂z
−R0(x)Bk(z)(λn + x).

(18)

69



Откуда нетрудно получить

Rk(x, z) = R0(x)κk

z∫
0

(1−Bk(x))dx, k �= n,

Rn(x, z) = R0(x)(λn + x)

z∫
0

(1−Bn(x))dx.

(19)

При z −→ ∞:

Rk(x) = R0(x)κkb
(1)
k , k �= n, Rn(x) = R0(x)(λn + x)b(1)n ,(20)

где R0(x) определяется из условия нормировки:

R0(x) =

⎛⎜⎜⎝1 + (λn + x)b(1)n +

N∑
k=1
v �=n

κkb
(1)
k

⎞⎟⎟⎠
−1

.(21)

Вернемся к уравнению (15). Выполним ряд преобразований, после чего
при ε −→ 0 имеем

N∑
k=0

∂Fn(k,w, τ)

∂τ
= jw

(
j
∂Fn(0, w, τ)

∂w
+ λn

N∑
k=1

Fn(k,w, τ)

)
.

Подставляя (17), окончательно получим, что величина x(τ), имеющая
смысл асимптотического среднего числа заявок n-го класса на орбите, опре-
деляется уравнением

dx(τ)

dτ
= a(x(τ)),

где

a(x) = λn(1−R0(x))−R0(x)x(22)

имеет смысл коэффециента cноса исследуемого случайного процесса.
3.3.2. Вторая асимптотика
В системе (5) выполним подстановки:

Hn(0, un, t) = H(2)
n (0, un, t) exp

{
jun
σn

x(σnt)

}
,

Hn(k, un, z, t) = H(2)
n (k, un, z, t) exp

{
jun
σn

x(σnt)

}
.

Далее для упрощения выражений будем писать x вместо x(σnt).
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Получим следующую систему уравнений:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂H
(2)
n (0, un, t)

∂t
+ juna(x)H

(2)
n (0, un, t) =

= −H
(2)
n (0, un, t)

⎛⎜⎝λn +
N∑
v=1
v �=n

κv

⎞⎟⎠+ jσn
∂H

(2)
n (0, un, t)

∂un
−

−xH
(2)
n (0, un, t) +

N∑
k=1

∂H
(2)
n (k, un, 0, t)

∂z
,

∂H
(2)
n (k, un, z, t)

∂t
+ juna(x)H

(2)
n (k, un, z, t) =

= λn(e
jun − 1)H

(2)
n (k, un, z, t) +

∂H
(2)
n (k, un, z, t)

∂z
−

− ∂H
(2)
n (k, un, 0, t)

∂z
+H(2)

n (0, un, t)Bk(z)κk, k �= n,

∂H
(2)
n (n, un, z, t)

∂t
+ juna(x)H

(2)
n (n, un, z, t) =

= λn(e
jun − 1)H(2)

n (n, un, z, t) +
∂H

(2)
n (n, un, z, t)

∂z
−

− ∂H
(2)
n (n, un, 0, t)

∂z
+ λnH

(2)
n (0, un, t)Bn(z)

−jσne
−jun

∂H
(2)
n (0, un, t)

∂un
Bn(z) + e−junH(2)

n (0, un, t)xBn(z).

(23)

Из согласованного уравнения (6) имеем:

∂H
(2)
n (un, t)

∂t
+ juna(x)H

(2)
n (un, t) = (ejun − 1)×

×
(
λn

N∑
k=1

H(2)
n (k, un, t) +

+ jσne
−jun

∂H
(2)
n (0, un, t)

∂un
− e−junH(2)

n (0, un, t)x

)
.

(24)

Обозначим:

σn = ε2, σnt = ε2t = τ, un = εw,

H(2)
n (0, un, t) = F (2)

n (0, w, τ, ε), H(2)
n (k, un, z, t) = F (2)

n (k,w, z, τ, ε).
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Из уравнения (23) после некоторых преобразований получим следующие
асимптотические уравнения:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ε2
∂F

(2)
n (0, w, τ, ε)

∂τ
+ jεwa(x)F (2)

n (0, w, τ, ε) =

= −F
(2)
n (0, w, τ, ε)

⎛⎜⎝λn +

N∑
v=1
v �=n

κv

⎞⎟⎠+ jε
∂F

(2)
n (0, w, τ, ε)

∂w
−

− xF
(2)
n (0, w, τ, ε) +

N∑
k=1

∂F
(2)
n (k,w, 0, τ, ε)

∂z
+O(ε2),

ε2
∂F

(2)
n (k,w, τ, z, ε)

∂τ
+ jεwa(x)F (2)

n (k,w, τ, z, ε) =

= λn

(
jεw +

(jεw)2

2

)
F (2)
n (n,w, z, τ, ε) + F (2)

n (0, w, τ, ε)Bk(z)κk +

+
∂F

(2)
n (k,w, z, τ, ε)

∂z
− ∂F

(2)
n (k,w, 0, τ, ε)

∂z
+O(ε2), k �= n,

ε2
∂F

(2)
n (n,w, τ, z, ε)

∂τ
+ jεwa(x)F (2)

n (n,w, τ, z, ε) =

= λn

(
jεw +

(jεw)2

2

)
F (2)
n (n,w, z, τ, ε) + λnF

(2)
n (0, w, τ, ε)Bn(z) +

+
∂F

(2)
n (n,w, z, τ, ε)

∂z
− ∂F

(2)
n (n,w, 0, τ, ε)

∂z
−

− jε(1 − jεw)
∂F

(2)
n (0, w, τ, ε)

∂w
Bn(z)+

+

(
1− jεw +

(jεw)2

2

)
F (2)
n (0, w, τ, ε)xBn(z) +O(ε2).

(25)

Из уравнения (24) имеем

ε2
∂F

(2)
n (w, τ, ε)

∂τ
+ jεwa(x)F (2)

n (w, τ, ε) =

(
jεw +

(jεw)2

2

)
×

×
(
λn

N∑
k=1

F (2)
n (k,w, τ, ε) + jε(1 − jεw)

∂F
(2)
n (0, w, τ, ε)

∂w
−

− x

(
1− jεw +

(jεw)2

2

)
F (2)
n (0, w, τ, ε)

)
.

(26)

Будем искать решение системы (25)–(26) в виде

F (2)
n (0, w, τ, ε) = Φ(w, τ)(R0(x) + jwεf0(x)) +O(ε2),

F (2)
n (k,w, z, τ, ε) = Φ(w, τ)(Rk(x, z) + jwεfk(x, z)) +O(ε2).

(27)
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Подставляя в (25)–(26) и учитывая (16) и (18), после некоторых преобра-
зований при ε −→ 0 имеем следующую систему уравнений:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−f0(x)

⎛⎜⎝λn +
N∑
v=1
v �=n

κv + x

⎞⎟⎠+
N∑
k=1

∂fk(x, 0)

∂z
=

= a(x)R0(x)−R0(x)
∂Φ(w, τ)/∂w

wΦ(w, τ)
,

∂fk(x, z)

∂z
− ∂fk(x, 0)

∂z
+ f0(x)κkBk(z) = Rk(x, z)(a(x) − λn), k �= n,

f0(x)(λn + x) +
∂fn(x, z)

∂z
− ∂fn(x, 0)

∂z
=

= Rn(x, z)(a(x) − λn) + xR0(x)Bn(z) +R0(x)
∂Φ(w, τ)/∂w

wΦ(w, τ)
Bn(z).

(28)

Сравнивая полученную систему с (18) и используя принцип суперпозиции,
нетрудно заметить, что решение (28) можно записать в виде

f0(x) = CR0(x) + g0(x)− φ0(x)
∂Φ(w, τ)/∂w

wΦ(w, τ)
,

fk(x, z) = CRk(x, z) + gk(x, z) − φk(x, z)
∂Φ(w, τ)/∂w

wΦ(w, τ)
,

(29)

где C – нормирующая константа, а неизвестные функции gk(x, z) и φk(x, z)
определяются следующими системами уравнений:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−φ0(x)

⎛⎜⎝λn +
N∑
v=1
v �=n

κv + x

⎞⎟⎠+
N∑
k=1

∂φk(x, 0)

∂z
= R0(x),

∂φk(x, z)

∂z
− ∂φk(x, 0)

∂z
+ φ0(x)κkBk(z) = 0, k �= n,

∂φn(x, z)

∂z
− ∂φn(x, 0)

∂z
+ (λn + x)φ0(x)Bn(z) = −R0(x)Bn(z),

(30)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−g0(x)

⎛⎜⎝λn +

N∑
v=1
v �=n

+κv + x

⎞⎟⎠+

N∑
k=1

∂gk(x, 0)

∂z
= a(x)R0(x),

∂gk(x, z)

∂z
− ∂gk(x, 0)

∂z
+ g0(x)κkBk(z) = Rk(x, z)(a(x) − λn), k �= n,

∂gn(x, z)

∂z
− ∂gn(x, 0)

∂z
+ g0(x)(λn + x)Bn(z) =

= Rn(x, z)(a(x) − λn) + xR0(x)Bn(z).

(31)
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Для единственности решений дополним системы условиями:

N∑
k=1

φk(x) = −φ0(x), и
N∑
k=1

gk(x) = −g0(x).

Тогда решение системы (30) запишется в виде

φn(x, z) = φ0(x)

z∫
0

(λn(1−Bn(y)− x))dy,

φk(x, z) = φ0(x)κk

z∫
0

(1−Bk(y))dy, k �= n,

откуда можно заметить, что при z −→ ∞
φk(x) = R′

k(x).(32)

Аналогично из системы (31) можно получить:

gk (x, z) = g0(x)κk

z∫
0

(1−Bk(y)) dy +

+ (a(x)− λn)

z∫
0

(Rk(x, y)−Rk(x)) dy, k �= n,

gn(x, z) = (λn + x)g0(x)

z∫
0

(λn(1−Bn(y))dy +

+ (a(x) − λn)

z∫
0

(Rn(x, y) −Rn(x))dy − xR0(x)

z∫
0

((1−Bn(y))dy,

где

g0(x) =R0(x)

(λn−a(x))
(
(λn+x)b

(2)
n +2xb

(1)
n +(λn−a(x))

) N∑
k=1
v �=n

κkb
(2)
k

2

⎛⎜⎝1 + (λn + x)b
(1)
n +

N∑
k=1
v �=n

κkb
(1)
k

⎞⎟⎠
,(33)

и

b
(1)
k =

∞∫
0

xdBk(x), b
(2)
k =

∞∫
0

x2dBk(x).
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Последним шагом асимптотического анализа является нахождение функ-
ции Φ(w, τ). Для этого подставим замены (27) в уравнение (26). После неко-
торых преобразований запишем полученное уравнение при ε −→ 0:

∂Φ(w, τ)

∂τ
=

(jw)2

2
Φ(w, τ)×

×
(
a(x) + 2x(R0(x)− g0(x))− 2λng0(x) +

+ (2φ0(x)(x+ λn) + 2R0(x))
∂Φ(w, τ)

∂w

1

wΦ(w, τ)

)
.

Таким образом, получили, что Φ(w, τ) определяется уравнением

∂Φ(w, τ)

∂τ
= w

∂Φ(w, τ)

∂w
a′(x) +

(jw)2

2
Φ(w, τ)b(x),(34)

где

b(x) = a(x) + 2x(R0(x)− g0(x))− 2λng0(x).(35)

Применяя обратное преобразование Фурье к (34) и обозначив

P (y, τ) =
1√
2π

+∞∫
−∞

e−jwyΦ(w, τ)dw,

получим следующее уравнение:

∂P (y, τ)

∂τ
= − ∂

∂y

(
P (y, τ)ya′(x)

)
+

1

2

∂2

∂y2
(P (y, τ)b(x)),

являющееся уравнением Фоккера–Планка для плотности распределения ве-
роятностей P (y, τ) диффузионного процесса y(τ), который явлется решением
стохастического дифференциального уравнения:

dy(τ) = y(τ)a∗(x)dτ +
√
b(x)dw(τ).

3.4. Результат асимптотически-диффузионного анализа

Объединяя результаты обеих асимптотик, введем процесс z(τ) = x(τ)+
+

√
σn × y(τ), являющийся решением стохастического уравнения

dz(τ) = a(z) +
√

σnb(z)dw(τ),

где w(τ) – винеровский процесс.
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Плотность распределения вероятностей P (z, τ) диффузионного процес-
са z(τ) удовлетворяет уравнению Фоккера–Планка:

∂P (z, τ)

∂τ
= − ∂

∂z
(P (z, τ)a(z)) +

1

2

∂2

∂z2
(P (z, τ)σnb(z)).

Тогда стационарные вероятности процесса z(τ) вычисляются как

P (z) =
C

b(z)
exp

⎛⎝σn
2

z∫
0

a(x)

b(x)
dx

⎞⎠ .

Возвращаясь к цели исследования, обращаем внимание, что в результате
применения метода маргинального асимптотически-диффузионного анали-
за предлагается аппроксимировать распределение вероятностей in(t) числа
заявок n-го класса на орбите в виде

P (in)≈ C

b(σnin)
exp

⎛⎝σn
2

σnin∫
0

a(x)

b(x)
dx

⎞⎠ ,(36)

где C = const, получаемая из условия нормировки
∑∞

in=0 P (in) = 1.

Заметим, что по формуле (36) могут быть вычислены маргинальные рас-
пределения для всех классов заявок, однако стоит помнить, что параметры
a(x), b(x) в (22) и (35), а также Rk(x), gk(x), φk(x) в (20), (32)–(33) будут
различны для каждого класса.

Таким образом, получены асимптотические маргинальные распределения
вероятностей числа заявок для выделенного класса, которые позволяют най-
ти все необходимые характеристики функционирования рассмотренной си-
стемы, например, математическое ожидание числа заявок выделенного клас-
са mn = κn − λn, вероятность простоя прибора r0 по формуле (12), моменты
любого порядка и квантили нужного порядка и т.д.

4. Заключение

В статье исследована мультиклассовая RQ-система типа Mn/GIn/1. Для
ее исследования применен авторский метод маргинального асимптотически-
диффузионного анализа. В результате получено выражение для аппроксима-
ции распределения вероятностей числа выделенного класса заявок на орбите,
с помощью которого можно оценить любые характеристики функционирова-
ния системы. Стоит отметить, что в исследовании не устанавливаются какие-
либо критерии, позволяющие «выделять» класс заявок. Таким образом, по-
лученные в работе формулы могут быть использованы для расчета распреде-
ления вероятностей числа заявок каждого класса. В будущих исследованиях
асимптотические результаты могут быть применены для моделирования и
оптимизации реальных телекоммуникационных сетей.
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